ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

EJERrcICIOS DEL TEMA V

Ejercicio 1. Calcular la solucién del problema de Laplace:

Au(z,y) =0, 2+ < 1,
u(z,y) = f(r,y), 2*+y* =1,

donde:
a) f(z,y) =a*

b) flz,y) =zy + v,

Ejercicio 2. Aplicando el método de separaciéon de variables, resolver el problema:
Au(z,y) =0, O<zx<m O0<y<l,
u(0,y) =0, u(m,y) =0, 0<y<1,
u(z,0) =0, u(z,1) = f(z), 0<z<m.
donde f € C'[0, 7] satisface la condicién de compatibilidad f(0) = f(7) = 0.
Ejercicio 3. Aplicando el método de separaciéon de variables, resolver el problema:
Au(z,y) =0, O<zx<m O0<y<l,
uz(0,y) =0, u,(m,y) =0, 0<y<l,

u(z,0) = f(z), u(z,1) =g(z), 0<z<m.

donde f,g € C'0, 7] satisfacen las condiciones de compatibilidad f/'(0) = f'(7) = ¢'(0) =
g'(m) = 0.

Ejercicio 4. Sea Q C IRY un dominio regular y acotado, y consideremos el siguiente pro-
blema no lineal:

Au(z) =u(z)®, x€Q,
u(z) =0, x € 0N2.
Pruébese que la tnica solucion es u(x) = 0.

Ejercicio 5. Sea a € R, f € C (]RN\B(O,l)> y g € C(0B(0,1)). Demuéstrese que el

siguiente problema tiene, a lo sumo, una solucion:
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Au(z) = f(x) si |z > 1,
u(z,y,2) =g(x), si|z]=1
limyg e u(x) = a.

Encontrar la tinica solucién en el caso siguiente:

6
Au(z,y,2) = . osia? 4yt 422> 1,
(@.9,2) (22 4 2 + 22)° Y
u(z,y,z) =3, siz?+y?+22=1

h’m|(x7y7z)|ﬁoo u(x, Yy, Z) =0.

Sugerencia: Buscar soluciones con simetria radial.

Ejercicio 6. Dado 0 < a < 1, consideremos el problema:

Au(z) =0, si|z| € (a,1),
u(z) =0, silz]=1
uwz)=1, si|z|=a.

1. Probar que la tnica solucién del problema es radial.

2. Calcular dicha solucion u,(z).

3. Probar que si 0 < a < b < 1, entonces uy(x) > uy(x) para todo b < |z| < 1.
4. Probar que el problema:

Au(z) =0, sixze B(0,1)—{0},
u(z) =0, silz]=1

no admite solucién.

Ejercicio 7. valores propios radiales de la bola unidad. Calcular para qué valores
A € IR el problema siguiente admite soluciones radiales no triviales.

Au(z,y,z) = du(z,y,2) , 2°+y°+22 <1,
u(z,y,z) =0, 22+t 22 =1
Calcular dichas soluciones.

Sugerencia: Estudiar qué ecuacion resuelve ru(r), donde r = /a? 4+ y? + 22.

Ejercicio 8. Sea v : IR? — IR una funcion subarmonica y acotada superiormente. Demostrar
que u es constante. Dar algiin ejemplo de una funcién subarmonica y acotada superiormente
no constante en dimensién mayor que 2.

Sugerencia: recordar la demostracion de la desiqualdad de las medias esféricas.



Ejercicio 9. Sea f : RY — IR una funcién C' y acotada, y consideremos la ecuaciéon de
Poisson

Au(z) = f(z). (1)

1. Comprobar que (1) tiene, como mucho, una solucién acotada en IR (salvo adiciéon de
constantes).

2. Demostrar que si N > 3y f tiene soporte compacto, entonces existe una soluciéon acotada
de (1).

3. Dar contraejemplos que demuestren si N = 2 o bien f no es de soporte compacto, entonces
el problema (1) puede no tener ninguna solucién acotada.



